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Abstrakt—Matematické modelovani je mocny nastroj s Siro-
kym spektrem vyuzitelnosti. Ackoliv nalezne vyuZziti v celé skale
profesi, pro automatické rizeni je zcela neodmyslitelnou soucasti
pro popisovani systému, predikce jejich chovani a navrhovani
regulace. Tento ¢lanek popisuje postup navrhu matematického
modelu pro véZovy jerab, coZ je pomérné slozZity a silné nelinearni
MIMO systém s péti stupni volnosti. Diraz je kladen na vytvoreni
modelu zpusobem, ktery nisledné umozni jeho efektivni vyuZziti a
zmény v postupu ¢i parametrech budou aplikovatelné ihned bez
nutnosti jakychkoli dalSich dprav. Model byl navrzen s motivaci
jeho budouciho pouziti pro navrh vhodné fidici metody, proto
je popsan také postup pro ziskani linearizovaného modelu, ktery
pro vétSinu regulacnich metod vyZadovan.

Kli¢ova slova- Vézovy jetab, matematicky model, nelinedrn{
model, stavovy popis, MIMO systém, INTECO.

I. MOTIVACE

TéZko bychom dnes hledali védecky obor nebo vyzkumnou
¢innost, ve kterych matematické modelovani nenajde vyuZziti.
At uZ se jednd o ekonomii, pfirodni védy nebo inZenyrské
discipliny, matematicky model dokaZe byt velmi silnym né-
strojem pro popis chovani urcitého systému, k simulovani jeho
vyvoje nebo reakci na rizné podnéty. V technickych oborech
se k sestaveni takového modelu nejcastéji vyuziva fyzikalni
popis soustavy pomoci diferencidlnich rovnic.

Hlavnim predmétem této prace je predstaveni postupu pro
tvorbu matematického modelu pro slozity MIMO (z angl. Mul-
tiple Output Multiple Input) systém a predvedeni na konkrétni
soustavé - stavebnim jefabu.

II. PREDSTAVENI SOUSTAVY

Price byla realizovdna na laboratornim modelu véZového
jefdbu od firmy INTECO. Jedna se o silné nelinedrni dy-
namicky systém s péti stupni volnosti, jehoZ zjednoduSené
schéma s fyzikdlnim popisem znazoriiuje obrazek 2. V celé
této praci je délka lana uvaZovana konstantni, i tak se jednd o
silné nelinedrni systém se ¢tyfmi stupni volnosti.

III. MATEMATICKY POPIS

K ziskani vlastnich pohybovych rovnic systému existuje
celd fada metod. Jeji vybér by mél byt prizpisoben charakteru
ulohy, kterou ma fesit, jelikoZ na kazdou soustavu lze aplikovat
metody vice ¢i méné vhodné. Pfi pohledu na stavebni jefdb je
patrné, Ze se jednd o kombinaci rovinného a rotaéniho pohybu
voziku a prostorového kyvadla v podobé lana s bfemenem. Z
toho divodu se jevi jako vhodnd metoda pouziti Lagrangeova
pristupu, kde je vyuZito potencidlni a kinetické energie T a V
dil¢ich ¢asti soustavy.

Obrazek 1: Laboratorni model véZového jefdbu od firmy
INTECO [4]
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T = immvfn + imTv% + §Jw12“agn (1)
V = —mgLcos(B) cos(a) (2)

Z rovnice (1) je zfejmé, Ze je potfeba vyjadrit rychlost
bfemene v, a rychlost voziku vr. Ty lze ziskat z prislus-
nych zderivovanych polohovych vektord, které udavaji polohu
bfemene a voziku. Tyto vektory byly vyjddieny za pouZiti
transformacnich matic pohybu, jak je naznaceno rovnicemi (3)
a (4). Matice R, je matice rotacniho pohybu kolem osy z,
matice T, znac¢i rovinny pohyb ve sméru z atd.
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Dalsim krokem je vypocet tzv. Lagrangidnu Lp, ktery
predstavuje rozdil kinetické a potencidlni energie, tedy L =
T-V.
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Obrazek 2: Model soustavy se zakdétovanymi souradnicemi a
pusobicimi silami
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Dalsim krokem je jiz dosazeni do Lagrangeovych rovnic
druhého druhu, které jsou popsdny v rovnici (5). Je zde
zaveden vektor proménnych ¢; = (x a B 9). Rovnici (5)
jsou popsané zobecnéné sily, kde zaporné Cleny reprezentuji
ztraty v prisluSném sméru. Dopoctem vyjdou Ctyfi vlastni
pohybové rovnice soustavy. ProtoZe vstupni veliCiny jsou
zatim vyjadieny pouze jako sily F);, musi byt pfepoCteny na
napéti U. Toho je docileno pouzitim modelu DC motoru v
kapitole IV.

Cely vypocet pohybovych rovnic, tak jak je popsdno v
této kapitole, byl od zacdtku proveden v programu Matlab
pomoci symbolickych proménnych (Symbolic Math Toolbox).
Zvoleny postup a matematicky popis je prehledny a snadno
pochopitelny, nicméné jeho vysledkem jsou velmi slozité a
dlouhé diferencidlni rovnice. Tento postup byl upfednostnén
kvili moznosti odvozeni a hlubsiho pochopeni matematického
popisu soustavy, ktery ve vétSiné praci s touto problematikou
chybi.

IV. MoDEL DC MOTORU

Jetab INTECO je pohanén tfemi DC motory. Jedna se o
jediné akeni Cleny soustavy a pohdnéji rotaci vyloZzniku ve
sméru 0, pohyb kofky ve sméru x a navijeni lana délky L.
Délka lana je v této praci uvaZovana jako konstanta, tento
akeni Clen je tedy zanedbén.

2 1.2
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Dynamické chovani motorti pro smér x a 6 je popsiano
rovnicemi (7) a (8), v tomto pofadi. Odvozeni téchto rovnic

Popis Parametr | Hodnota
hmotnost bfemene Mm 0,33 [kg]
hmotnost kocky mr 0,7 [kg]
moment hybnosti J 2,4 [kgm?]
délka lana L 0,45 [m]
viskézni tfeni ka 14 [Ns/m ]
viskézni tfeni ko 14 [Nms/rad]
viskdzni tfeni ve sméru [ ko 0,00005 [Nm/s]
viskézni tfeni ve sméru « kg 0,015 [Nm/s]
ucinnost motoru a prevodu Nz 0,36

ucinnost motoru a prevodu it 0,24

polomér femenice T 0,0375 [m]
konst. momentu sily motoru | kpz 0,055 [Nm/A ]
konst. momentu sily motoru | kg 0,024 [Nm/A |
prevodni pomér kgx 76

prevodni pomér kgo 275

el. odpor rotoru Rax 25 [Q]

el. odpor rotoru Ruo 0,5 [2]
zesileni motoru Gaz 20.5

zesileni motoru Gao 11

Tab. I: Parametry modelu - indexy = a 6 znadi piislusnost k
pohybu (motoru) v témz sméru

je naznaCeno v praci [1]. Parametry modelu jsou spolecné
s jejich hodnotami uvedeny v tabulce I. Hodnoty nékterych
parametrii byly prevzaty z prace [2], zbylé byly doméieny,
zjiStény experimentdlné nebo odhadnuty.

V. NELINEARNI MODEL

Vlastnich pohybové rovnice déle poslouZi k sestaveni sa-
motného matematického modelu. Pro interaktivni pouZiti a
préci s modelem miZe byt vyuZito prostiedi Matlab Simulink,
kde ho 1ze poskladat z funkénich blokl. Vzhledem k silné neli-
nearité¢ modelu a sloZitosti rovnic je vhodné sestrojit nelinedrni
model pomoci programovatelného bloku namisto sklddani z
dil¢ich blokd, jak je zvykem u jednoduchych modelti. Pro
tento ucel byl pouZit blok Matlab function, ktery je moZné
vygenerovat tak, aby mél nastavené predem definované vstupy,
vystupy a obsahoval cely matematicky model. Nelinedrni
model je zobrazen na obrazku 3.

Obrazek 3: Zapojeni nelinedarntho modelu pomoci programo-
vatelného bloku Matlab function - prostfedi Simulink
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Diky tomuto postupu je mozné s modelem pracovat velice
efektivné. Po zméné parametrid, kinematického popisu sou-
stavy nebo kterékoliv rovnice z vypoctu, je mozné jednim
spusténim skriptu aktualizovat nelinedrni model bez nutnosti
zmén v Simulinku. To dovoluje rychle a pfehledné ladit
parametry modelu, testovat vliv (ne)zanedbani libovolnych
vlivi apod.

Nelinedrni model byl vytvofen zejména pro ovéfeni funkc-
nosti dynamického popisu soustavy. Z pribéhu jednotlivych
veli¢in v zdvislosti na Case miZeme porovnat, zda priibéhy
odpovidaji predstavdim o tom, jak by se mél model chovat.
Dile je mozné pribéhy porovnat s chovanim redlné soustavy,
pokud je k dispozici.

VI. STAVOVY POPIS SYSTEMU

Pro stavovy popis byly definovdny nésledujici stavové pro-
ménné. Vektor u(t) obsahuje vstupni proménné, vektor y(t)
pak vystupni méfitelné proménné systému.
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Jednim z hlavnich poZzadavki na fizeni jefdbu je eliminace
kyvéni bfemene a hodnoty Ghlu « a 5 tedy nabyvaji pouze ma-
Iych hodnot. Ziskané diferencidlni rovnice jsou velmi slozité
a pro dalsi praci s nimi miZze byt vyhodné pouZit aproximaci
goniometrickych funkci pro malé thly podle obecného vzorce
sin(y) =~ v a cos(y) ~ 1, kde v je maly dhel.[3] V
pripadé této prace zminénd Uprava neni nutnd, protoze vSechny
vypoclty jsou provedeny programové a MATLAB disponuje
dostate¢né velkym vypocetnim vykonem. I po aproximaci jsou
rovnice pfili§ dlouhé na zobrazeni v rdmci tohoto ¢lanku.

Stavovy popis systému je reprezentovan dvéma zdkladnimi
rovnicemi (12) a (13)

(1) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t),

(12)
13)

kde matice A se nazyva matice systému, B je matice fizeni,
C matice vazeb vystupu na stav a D matice vazeb vstupu
na vystup, kterd md nulovou hodnotu a rozméry 4 x 2.
Hodnoty matic pro tento systém jsou popsany (14) - (16).
Matice (14) a (15) byly ziskany pomocf tzv. Jacobiho matice.

Ta je vysledkem parcidlnich derivaci vlastnich pohybovych
rovnice podle stavovych proménnych za dosazeni pracovniho
bodu. Matici C jsou definovany vystupy linedrniho modelu
a je mozné ji modifikovat dle potfeby. V piipadé (16) jsou
vystupnimi veli¢inami x, «, 5 a 6.
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Stejné jako nelinedrni, i tento model byl sestrojen tak, aby
byl automaticky aktualizovdn po kazdé zméné v odvozeni
pohybovych rovnic. K jeho vytvofeni v prostfedi Simulink 1ze
pouZit nékolik variant, z nichZ nejjednodussi je pouZiti bloku
state-space, do kterého jsou pfimo dosazeny matice A,B,C.D

a pocatecni podminky.

VII. POROVNANI MODELU S REALNOU SOUSTAVOU

Porovnéni nelinedrniho a linedrntho modelu s naméfenymi
daty redlné soustavy je zobrazeno na obrdzku 4 pro pohyb ve
sméru z a 5 pro pohyb ve sméru 6. Vynesené pribéhy jsou
odezvou na vstupni signdl, ktery byl zvolen jako ndbéhova
funkce se skokovou zménou, cozZ je signdl dostatecné sloZity
na spravné ovéfeni presnosti modeld. Po prvnim méfeni bylo
provedeni , fitovdni* modelu - nékteré parametry modelu byly
upraveny tak, aby jeho chovéni vice odpovidalo realité. Findlni
verze modelu je pouZzita v tomto porovndni.

Z porovnani je ziejmé, Ze model funguje spradvné a chovani
kopiruje redlnou soustavu dostatecné presné. Podle ocekdvani
je pohyb ve sméru x simulovdn mnohem pfesnéji, protoZe
v ném nefiguruji tak vyrazné nelinedrni Cleny. Oproti tomu
rotace ve sméru 6 ma nelinearitu vyraznéjsi, coz se podepise

151



[2] Tes, S., Matusko, J., & Kolonic, F. (2014). Real-time Predictive Control of
3D tower crane. 2014 IEEE 23rd International Symposium on Industrial
Electronics (ISIE). doi:10.1109/isie.2014.6864615

[3] Win, T. M., Hesketh, T., & Eaton, R. (2016). Robotic Tower Crane
Modeling and Control (RTCMC) with LQR-DRO and LQR-LEIC for
Linear and Nonlinear Payload Swing Minimization. International Review
of Automatic Control (IREACO). doi:10.15866/ireaco.v9i2.8431

[4] INTECO, Tower Crane User’s Manual, 9.6 Edition.
http://www.inteco.com.pl/

Obrazek 4: Porovnani modell s redlnou soustavou - pohyb ve

sméru x a piislusny dhel « Podékovani

Tato prace byla podpofena grantem Studentské grantové soutéze
CVUT & SGS SGS20/159/0HK2/3T/12.

Obrazek 5: Porovnani modelt s redlnou soustavou - pohyb ve
sméru 6§ a prislusny uvhel g

také na vétsi odchylce mezi nelinedrnim a linearizovanym
modelem. I v piipadé pohybu ve sméru 6 bude model pro
ndvrh regulace Gcinny, protoZe u regulace harmonicky kmi-
tajicich pohybi zdleZi pfedev§im na frekvenci kmitt, kterd je
zde simulovana s dobrou presnosti.

VIII. ZAVER

Predstaveny model byl dsp€$né porovnin s redlnou sou-
stavou a cil prace byl timto splnén. V ndvaznosti na tuto
praci muze byt model pouzit na simulaci odezvy na rdzné
vstupy, ale predevs§im umoZiiuje navrh vhodné regulace, coz
byla hlavni motivace k jeho vytvofeni. Byly vytvoreny dvé
varianty modelu, z nichZ nelinedrni poslouzi 1épe k simulaci
chovani soustavy, naopak linearizovany se hodi 1épe pravé k
ladéni a ndvrhu regulacnich metod. Planované fizeni se bude
tykat regulace polohy a eliminace kyvani bfemene. Piikladem
planovanych fidicich metod mohou byt PID regulator a tvaro-
vace vstupniho signdlu (input shapery).
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