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Abstrakt: P�i použití genetického programování pro symbolickou regresi je d�ležitá role �íselných hodnot 
konstant. N�které b�žn� používané metody byly ov��eny na testovacích datech a výsledky porovnány. 
Nejrychleji se p�ibližné hodnoty konstant poda�ilo získat gradientní metodou. 
Klí�ová slova: Genetické programování, Symbolická regrese, Vy�íslování konstant, Gradientní metody. 
 
Abstract: To use the genetic programming for the symbolic regression, the role of constant evaluation is 
important. The article compares some of commonly used methods. Graphs are included. The 
Exponentionated gradient descent method showed to be the fastest. 
Keywords: Genetic programming, Symbolic regression, Constant evaluation, Gradient descent. 

1 Úvod 
Jednou z metod, jak k dat�m nalézt zápis modelu vhodnou funkcí (symbolická regrese) je genetické 

programování. Genetické programování vychází z genetických algoritm�, které jsou typickým p�edstavitelem 
evolu�ních výpo�etních technik. Aby byla �ešitelná operace k�ížení, aplikoval zde prof. Koza [1] zápis funkce 
stromem. Potomek vznikne ze dvou rodi�� tím, že p�evezme �ást stromu jednoho rodi�e a doplní jej �ástí stromu 
druhého rodi�e. Pokud se tvo�í dva potomci tak, že se u rodi�� vzájemn� vym�ní dva podstromy (v�tve), mluví se o 
symetrickém k�ížení, i když na rozdíl od genetických algoritm� zde nemusí být m�n�né �ásti strom� stejn� velké. 
Výsledný algoritmus generuje p�ednostn� jedince (navrhované funkce) podobné t�m, které jsou nejúsp�šn�jší 
v pr�b�hu evoluce. 

Funkce je programem sestavována z takzvaných primitivních funkcí, za které se zde ale považují i nezávisle 
prom�nné a konstanty. Prom�nné a konstanty tvo�í listy stromu. Funkce mohou mít jeden parametr (sin, ln, x2), dva 
parametry (s�ítání, od�ítání, násobení, d�lení) a obecn� i více. 

Význam a nutnost vy�íslování konstant vychází až z praktického užití genetického programování ve funkci 
symbolické regrese. Zatímco školní úlohy jako uhodnutí kombinace funkcí nebo hledání goniometrických 
ekvivalencí vysta�í v roli konstant s jedni�kou, dvojkou a nejvýš Ludolfova �ísla, v praxi je vy�íslování konstant 
nevyhnutelné. Nap�íklad jedna za složek hledané funkce je harmonický signál; krom� ur�ení funkce sinus je t�eba 
ješt� vy�íslit amplitudu, frekvenci a fázový posun. Nej�ast�jším �ešením tohoto problému je využití jiné evolu�ní 
výpo�etní techniky, která je uzp�sobena p�ímo pro vyhledání optimálních hodnot koeficient�. V�tšinou však nejde o 
p�ímou integraci, ale pomocná metoda vytvá�í samostatný modul nebo je jinak od hlavní evoluce odd�lena. 

Tento �lánek porovnává n�které z možných výpo�etních metod pro ur�ování hodnot konstant. 
 

2 Data 
Aby bylo možné porovnat výsledky jednotlivých metod, byla navržena funkce, pro kterou byly konstanty 

vyhledávány. Následující text pracuje s funkcí (1) 
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Konstanty byly nastaveny na hodnoty 3,71, 1,73 a poslední má hodnotu 1. P�vodní zám�r byl vyhodnocování 
jen dvou konstant, ale zde jsou všechny porovnávané metody velice rychlé a spolehlivé.  

Data byla vy�íslena ve 350 bodech, pro hodnoty x a y náhodn� generované v rozsahu (0; 5). Aby se �ešení 
p�iblížilo reálnému problému, byl p�ipo�ten šum s náhodným rozd�lením, daným sm�rodatnou odchylkou 0,02. 

3 Ú�elová funkce 
Ú�elová funkce je definována jako míra p�iblížení navrhovaného pr�b�hu zadaným dat�m. V tomto p�ípad� 

byl použit nejb�žn�jší [2] sou�et �tverc� odchylek 
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Protože se jedná o chybu, má program její hodnotu minimalizovat. Dalšími b�žnými funkcemi jsou nap�íklad 
sou�et absolutních hodnot odchylek, nebo tvarové podobnosti. Protože funkce obsahuje šum, nelze dosáhnout 
nulové hodnoty ú�elové funkce. Dosazením výše uvedených hodnot, použitých p�i generování, bylo zjišt�no 
minimum 0,28. 

4 Porovnávané metody a výsledky 
U jednotlivých metod jsou porovnávány sou�asn� p�esnost a rychlost a výsledky jsou vynášeny do graf�. Jako 

míra p�esnosti je vynášena hodnota ú�elové funkce. Bez vy�íslení koeficient� (program vygeneruje funkci se všemi 
koeficienty rovnými jedné) by hodnota ú�elové funkce p�i dosazení správné funkce (tj. bez šumu) byla p�ibližn� 
1349,8, takže dosažení hodnot blízkých jedné na grafu nelze rozlišit od nuly. Sou�asn� je takové �ešení možné 
považovat za dostate�né, s ohledem na ú�el, pro který je symbolická regrese zpravidla použita. 

Vodorovnou osu nem�že reprezentovat �as, protože konkrétní doba provád�ní záleží na kvalit� implementace a 
tedy i práci programátora. Vychází se proto z metodiky navržené [3], kdy se za m��ítko rychlosti výpo�tu považuje 
po�et nutných vy�íslení ú�elové funkce. Vy�íslení ú�elové funkce je také zpravidla �asov� nejnáro�n�jší �ástí všech 
algoritm�. 

Protože v�tšina metod p�i opakovaném startu dává rozdílné výsledky, byla každá metoda s každými 
koeficienty zopakována p�tkrát a v grafu je zobrazen ten z pr�b�h�, jehož dosažená výsledná hodnota ú�elové 
funkce je st�ední (medián). 

4.1 Gradientní metody 
Gradientní metody jsou velmi oblíbeným �ešením. Typickou gradientní metodou je i Back Propagation, 

používaná u neuronových sítí. Gradientní metody pro p�edem navržené funkce (neuronové jednotky vyšších �ád�) 
používá nap�íklad [4]. Následující pr�b�hy byly vygenerovány za použití exponencionované gradientní metody [5]. 
V programu je použit klesající krok algoritmu, což má umožnit nalézt p�esn�jší �ešení. Nevýhodou je, že pokud 
klesá p�íliš rychle, pak nemusí být celkový po�et krok� dostate�ný, aby bylo správné �ešení opravdu dosaženo. 
Jednotlivá nastavení reprezentují r�zné hodnoty koeficient� u�ení, které jsou ovšem v daném p�ípad� p�eneseny na 
klesající krok multiplikativní zm�ny konstant ve sm�ru gradientu pomocí funkce ex. Program je nastaven tak, že 
v generované geometrické �ad� má t�etí krok práv� hodnotu konstanty e. Podrobn�ji viz [6]. 
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Obr. 1.: Exponencionovaná gradientní metoda. Hodnoty koeficientu u�ení od 0,10 do 0,20 dávají nejlepší výsledky. 

Speciální p�ípad je ozna�en GPy, kdy je koeficient u�ení 0,30, ale metoda je spoušt�na vícekrát. 

 

4.2 Evolu�ní strategie 
Evolu�ní strategie lze podle [7] popsat pravidlem ES(�/�,�) nebo ES(�/�+�), kde � znamená po�et jedinc� 

v základní populaci, � po�et „rodi��“ pro jednotlivá k�ížení a � po�et generovaných potomk� v cyklu. Evolu�ní 
strategie pracují s genomem tvo�eným vektorem reálných �ísel, který popisuje „polohu“ v n-rozm�rném prostoru, 
jsou tedy zvlášt� vhodné pro �ešení hledání kombinace reálných �ísel. Pro každý cyklus se vždy �-krát vybere 
náhodn� � rodi��, z t�ch se vypo�te aritmetický pr�m�r, doplní se vhodný šum (realizace mutací) a výsledek se 
p�idá do populace. Na konci cyklu se vybere � nejlepších pro další cyklus. Ve variant� ES(�/�,�) se vybírá jen 
z nov� vygenerovaných, ve variant� ES(�/�+�) i z p�edchozí generace. Druhá metoda nem�že ztratit již nalezená 
�ešení, první by teoreticky mohla lépe hledat globální extrémy. V pr�b�hu testování se ale nepoda�ilo metodu 
ES(�/�,�) uvést do stavu, kdy by se k �ešení blížila, vždy divergovala. Následující grafy uvád�jí jen ES(�/�+�), 
s r�zným po�tem potomk� i se zahrnutím mutací. Evolu�ní strategie pracují s populací. Po�áte�ní populace je 
generována v zadaném rozsahu konstant náhodn�. Pro všechny metody, kde se generují po�áte�ní populace, byl 
zvolen interval hodnot (	10; 10), a složky vektor� byly generovány náhodn�. Gradientní metody pracují s jediným 
jedincem a zde použitá metoda vychází z p�ednastavených konstant, což je v tomto p�ípad� vektor jedni�ek. 

U pr�b�h�, kde je v ozna�ení mutace, byly výsledné nov� generované vektory (jedinci, kombinace konstant) 
ihned náhodn� ponásobením/pod�lením upraveny v rozsahu ±20%. Tato úmyslná odchylka od pr�m�rné hodnoty 
vypo�tené z vybraných rodi�� je základem algoritmu evolu�ních strategií. Existuje varianta algoritmu, kde dokonce 
�=�, tedy rodi�i jsou všichni jedinci v populaci. Výhodou této varianty je, že v každém cyklu se spo�ítá pr�m�r jen 
jednou a všichni jedinci následující generace jsou generováni za využitím mutací. Je z�ejmé, že nem�že jít vždy o 
násobení, protože pokud se jednou pr�m�rná hodnota rodi�� v n�jaké složce p�iblíží nule, evoluce by se zastavila. 
Pro p�ípad velkých �ísel nem�že jít ani výhradn� o s�ítání. Spolehlivou aplikaci této varianty (konvergující alespo
 
ob�as k hledaným hodnotám) se nepoda�ilo pro danou funkci realizovat. 



Vladimír Hlavá� VY�ÍSLOVÁNÍ KONSTANT PRO GENETICKÉ PROGRAMOVÁNÍ 

  �� 

0

200

400

600

800

1000

1200

1400

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
n[1]

F[
1]

ES�3�10

ES�5�10

ES�10�20

ES�mut�3�10

ES�mut5�10

ES�m.10�20

 
Obr. 2.: Evolu�ní strategie, první �íslo udává po�et rodi�� p�i k�ížení, druhé velikost populace. Lepší výsledky jsou 

dosaženy, pokud je nov� vygenerovaný jedinec ihned mutován náhodným zmenšením �i zv�tšením 
hodnot koeficient� v rozsahu ±20%. 

 

4.3 Genetické programování 
Genetické programování [8] m�že pracovat s genomem tvo�eným p�ímo reálnými �ísly. Pro vytvá�ení potomk� 

je pak používáno tzv. inteligentní k�ížení [9]. Postup je takový, že dva vybraní jedinci (rodi�e) vyzna�ují v n-
rozm�rném prostoru úse�ku, kde potomek se generuje na této úse�ce. Jednotlivé sou�adnice jsou dány vzorcem 

 iii bkkac )1( ���  (3) 

a, b jsou vektory rodi�� a c získaný vektor potomka. Konstanta k je náhodn� vygenerované �íslo. Metoda 
konverguje k �ešení za p�edpokladu, že k je generováno nejen okolo 0,5, ale na širším intervalu, nejlépe i mimo 
p�vodní rodi�e, nap�íklad od –0,3 do 1,3. To ale odpovídá p�edstav� k�ížení, kdy nap�íklad p�i k�ížení dvou r�zn� 
velkých ps� budou št�
ata velikostí nejspíše n�kde mezi, ale mohou být i v�tší nebo menší než rodi�e. 

Genetické programování podobn� jako evolu�ní strategie má po�áte�ní populaci a evolu�ní cykly. Navíc je zde 
uplatn�na tzv. ruletová selekce, která navzdory svému jménu zajiš�uje, že nejlepší jedinci jsou vybíráni s v�tší 
pravd�podobností, než ti horší. V každém cyklu (generaci) je vytvo�en zvolený po�et nových jedinc�, pak jsou 
všichni jedinci se�azeni a velikost populace je smazáním nejhorších vrácena na p�vodní velikost a cyklus se 
opakuje. 

Mutace jsou v genetickém programování �ešeny tak, že z populace je vybrán ur�ený po�et jedinc� (nikdy není 
vybrán nejlepší jedinec) a u t�chto jedinc� je náhodn� k jedné složce p�ipo�tena hodnota, vygenerovaná v rozsahu, 
v kterém se generovala po�áte�ní populace, nebo je touto hodnotou složka vynásobena (pravd�podobnost obou 
variant je u vybraného jedince stejná). Jako další mutace m�že být aplikována náhodná zám�na jedné složky vektoru 
mezi r�znými jedinci (vzhledem k použitému programu pro genetické programování není tato možnost v „malém“ 
evolu�ním cyklu genetických algoritm� aplikována, protože je považována za jednu z mutací ve „velkém“ cyklu 
genetického programování a aplikace umož
uje volání metody pro up�es
ování konstant po každém cyklu 
genetického programování restartovat). 
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Obr. 3.: Výsledky získané genetickým programováním. 60 cykl� (nejsou zobrazeny celé), 5 mutací na cyklus, 

velikost populace je sou�ástí názvu k�ivky, po�et potomk� je stejný, jako velikost populace. Je 
pravd�podobné, že pro malou populaci je t�eba více cykl� než u v�tších populací, vodorovná osa 
vyzna�uje po�et vy�íslení ú�elové funkce a ten je menší. Teoreticky by u p�íliš malé populace mohlo 
docházet ke ztrát� diverzity a tím k nenalezení �ešení; pokud je �ešení nalezeno, je pro malé populace 
nalezeno rychleji. 

 

4.4 Self-Organizing Migrating Algorithm (SOMA)  
SOMA [10] je migra�ní algoritmus (pat�í mezi hejnové algoritmy). Používá po�áte�ní populaci. Ve variant�, 

jak byl v tomto p�ípad� implementován, z ní vybere vždy �ty�i jedince. Z nich podle ú�elové funkce vybere 
nejlepšího (toho ponechá) a ostatní posune ve sm�ru k tomuto nejlepšímu (ozna�en jako leader, vedoucí). Použije se 
vzorec pro inteligentní k�ížení, jen p�esah ve sm�ru „za“ nejlepšího je v�tší. P�vodní koncepce evokuje, že by se 
koeficient posunutí na této p�ímce vždy pohybovat nad délkou vzájemné vzdálenosti, tedy nap�íklad od jedné do 
dvou. Následující grafy ukazují pr�b�h evoluce (zde spíše migrace) pro r�zné hodnoty rozsahu k. Sedm pr�b�h� a 
vyzna�ený medián (p�ekrývá jeden z pr�b�h�) ozna�uje k generované pro každou �tve�ici náhodn� na intervalu 
(–0,5; 2,2). Další dv� pak (0; 2,2) a (0,5; 2,2). Celková konvergence je lepší, jsou-li generovány i záporné hodnoty. 
Nutno podotknout, že v tomto p�ípad� nebyly aplikovány mutace. 
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Obr. 4.: SOMA. �ísla za názvem k�ivky ozna�ují rozsah generování konstanty k. Pro rozsah ozna�ený (–0,5; 2) je 

tenkou �arou zobrazeno sedm jednotlivých spušt�ní a �erven� (tlustší �ára) je vyzna�en medián, pro 
ostatní je zobrazen jen medián. Rozptyl hodnot je pom�rn� vysoký. 

5 Záv�r 
V souhrnném grafu (obr. 5) jsou porovnány nejlepší reprezentanti jednotlivých metod. Gradientní metoda je 

podle p�edpoklad� nejrychlejší. P�ekvapiv� málo výpo�t� ú�elové funkce pot�ebuje SOMA. Genetické algoritmy 
jsou podle p�edpoklad� rychlejší, než evolu�ní strategie. Je to dáno zejména tím, že použitá ruletová selekce 
zvýhod
uje lepší �ešení, aniž by horší zcela vy�azovala, zatímco u evolu�ních strategií je pravd�podobnost výb�ru 
každého z rodi�� stejná, pokud z�stanou v dalším cyklu v populaci. 
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Obr. 5.: Souhrnné porovnání. 
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